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Chapitre 2 : Les ensembles, les
relations et les applications I

La plupart des notions présentées dans ce chapitre sont déjà connues par les étudiants. Notre but est
donc de préciser le vocabulaire et les notations qui seront utilisées dans tout le cours.

Les objectifs spécifiques

A l'issue de ce chapitre, l'apprenant sera capable de :

Connaître le vocabulaire relatif à la théorie des ensembles.

Montrer qu'une application est injective, surjective ou bijective.

Étudier les propriétés des fonctions caractéristiques et les relations binaires.

Maîtriser le lien avec le concept de fonction, les notions d'injectivité, de surjectivité, de bijection,
d'image direct et d'image réciproque, de composition et d'inversion.

1. Théorie des ensembles

1.1. Généralités

Définition

Un ensemble est une collection d'éléments.

Parmi les ensembles, un cas particulier, est l'ensemble vide, notée  ou  (l'ensemble qui ne contient
aucun élément).

Soit  un ensemble, on note  si  est un élément de , et  dans le contraire.

Exemple

On a 

,  et  sont des ensembles, alors   et .

Remarque

Pour définir un ensemble :

On connaît la liste de tous ses éléments, on dit que l'ensemble est donné par "Extension".

Par exemple, Soit  alors,  est défini par extension, car on connaît tous ses
éléments.

On connaît seulement les relations qui lient les éléments et qui nous permettent des les
retrouver tous, on dit que l'ensemble est donné par "Compréhension".

Par exemple, soit  alors  est défini par compréhension.
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1.2. Inclusion, union, intersection, complémentaire

"Inclusion" Définition

Un ensemble  est inclus dans un ensemble , si tout élément de  est un élément de  et on écrit 
.

Autrement dit : .

On dit alors que  est un sous-ensemble de  ou une partie de .

Exemple

On a : .

Définition

Deux ensembles  et  sont égaux ( ) si et seulement si chacun est inclus dans l'autre, c'est-à-
dire :  et .

Définition

Soit  un ensemble, on forme un ensemble appelé ensemble des parties de , noté  qui est
caractérisé par la relation suivante :

.

Exemple

Si , alors : .

Remarque

Si  alors .

"Complémentaire" Définition

Soit  un ensemble et soit , on appelle complémentaire de  dans , noté :  ou  ou 
l'ensemble des éléments de  qui n'appartiennent pas à A, c'est-à-dire :

Chapitre 2 : Les ensembles, les relations et les applications
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Exemple

Soient , , alors  .

"Union" Définition

On appelle réunion des deux ensembles  et , noté  l'ensemble formé des éléments  qui
appartiennent à  ou à , c'est-à-dire : .

Complément

Soient , ,  des parties d'un ensemble , alors il est clair que :

Commutativité : .

Associativité : .

.

 et .

"Intersection" Définition

On appelle intersection des deux ensembles  et , noté  l'ensemble formé des éléments  qui
appartiennent à  et à  c'est-à-dire : .

Complément

Soient , ,  des parties d'un ensemble , alors il est clair que :

Commutativité : .

Associativité : .

.

 et .
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Exemple

Si  et  , alors :  et .

Définition

Soit  un ensemble, on dit que l'ensemble  est fini si le nombre d'éléments de  est fini.

Le nombre d'éléments de  s'appelle le cardinal de , noté .

Exemple

 n'est pas un ensemble fini.

Si , alors . Dʼoù  est fini.

"Différence" Définition

Soit  un ensemble, on appelle différence de  et , noté ; l'ensemble formé des éléments  qui
appartiennent à  et n'appartiennent pas à , c'est-à-dire : .

"Différence symétrique" Définition

On appelle différence symétrique de  et , noté ; l'ensemble formé des éléments  qui
appartiennent à  et n'appartiennent pas à , c'est-à-dire : .

Exemple

Si ,  et  , alors : ,  et .

Proposition

Soient , ,  des parties d'un ensemble , alors :

Distributivité : .

Distributivité : .
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Démonstration

Proposition : "Loi de Morgan"

Soient  et  des parties d'un ensemble , alors :

 .

.

Démonstration

Remarque

Chapitre 2 : Les ensembles, les relations et les applications
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1.3. Produit cartésien

Définition

On appelle produit cartésien de deux ensembles  et , noté  l'ensemble des couples  où 
  et .

.

Exemple

1. Si  et , alors :

.

.

2. Si  et , alors .

Notation

On note  le carré cartésien . Plus généralement, on définit le produit cartésien de  ensembles
, ,...,  par :

.

Par exemple,

1. Si , alors :

.

2. Si , alors :

.

2. Relations d'ordre, Relations d'équivalence

2.1. Relations binaires

Définition

Une relation binaire sur un ensemble  est définie par la donnée du triplet ,  étant une
partie de . On écrit  ou  pour exprimer que  est en relation  avec 

Exemple

Dans , on définit la relation  par : , .

Définition

Soit  une relation binaire sur un ensemble . On dit que  est :

1. Réflexive, si chaque élément est en relation avec lui même, c'est à dire : .

2. Symétrique, si pour tous , si  est en relation avec  alors  est en relation avec , c'est
à dire : .
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3. Transitive, si pour tous , si  est en relation avec  et  en relation avec  alors  est
en relation avec , c'est à dire :

.

4. Anti-symétrique, si deux éléments sont à la fois en relation l'un avec l'autre, alors ils sont
égaux, c'est à dire :

.

2.2. Relation d'équivalence

Définition

Une relation binaire  sur  est une relation d'équivalence si elle est à la fois réflexive, symétrique
et transitive.

Définition

Soit  une relation d'équivalence sur . On appelle classe d'équivalence de , l'ensemble des
éléments de  en relation avec  par , noté   ou  ou bien  :

.

La classe d'équivalence  est non vide car comme  est réflexive et contient de ce fait au moins .

On notera par : .

L'ensemble des classes d'équivalence de  par la relation  qui est appelé espace quotient.

Exemple

Dans , on définit la relation  par : .

Cette relation est bien une relation d'équivalence. En effet,

Soit , on a

 or  donc  , donc  est une relation réflexive.

Soient , on a 

alors,  est une relation symétrique.

Soient , on a 

alors  est une relation transitive.

2.3. Relation d'ordre

Définition

Une relation binaire  sur  est dite une relation d'ordre si elle est réflexive, antisymétrique et
transitive.
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Exemple

Soit  la relation définie sur  par la relation x divise y, c'est à dire 

.

Alors,

Soit  on a  donc  i.e .

Soient , si  divise  et  divise , i.e 
 i.e 

L'ordre total et l'ordre partiel Définition

Soit  une relation d'ordre définie sur un ensemble , on dit que l'ordre  est totale, si deux
éléments quelconque de  sont comparables i.e, pour tout , on a :  ou .

Sinon, on dit que l'ordre  est partielle si elle n'est pas totale, c'est-à-dire : 
.

Exemple

Soit  une relation d'ordre définie sur  par  .

Pour  et , on a ni  ni , alors  est un ordre partiel.

3. Les applications

3.1. Définition d'une application

Définition

Soient  et  des ensembles donnés, on appelle application de  dans , toute correspondance 
entre les éléments de  et ceux de  qui associe à tout élément de  un et seul élément de , on écrit :

L'ensemble  est dit ensemble de départ et  est dit ensemble d'arrivée.

L'élément  est dit l' antécédent et  est dit l'image de  par .

L'application  est dite fonction si, pour chaque , il existe au plus  tel que .

Exemple

Soit , tel que , alors  est une application, avec   et 

Chapitre 2 : Les ensembles, les relations et les applications
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"Domaine de définition" Définition

Soient  deux ensembles quelconque et  une fonction. On appelle domaine de
définition de , noté  l'ensemble des éléments   au quels il existe un unique élément ,
telle que .

Exemple

Soit    définie par  , alors 

.

"Graphe" Définition

Soient  et  des ensembles donnés. Le graphe d'une application  est l'ensemble donné
par : .

"Égalité" Définition

Soient  deux applications. On dit que ,  sont égales si et seulement si : 
. On écrit alors .

"Composition" Définition

Soient ,  et   trois ensembles et  et  deux applications telles que :

On peut définir une application de   dans   notée   et appelée application composée de  et  
par :  , pour tout .

Définition

Soit  un ensemble, on appelle application identité, notée  l'application qui à  associe 
, .

Exemple

Soient  et    définies par

,   et  , .

Alors,    est donnée par 

 .

"Restriction" Définition

Soit  et   une application. On appelle restriction de  à , l'application 
 définie par : , pour tout .

Chapitre 2 : Les ensembles, les relations et les applications
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"Prolongement" Définition

Soient  des ensembles tels que     et   une application. On appelle
prolongement de   à  , toute application  de  vers  dont la restriction à    est  .

3.2. Image direct, image réciproque

"Image direct" Définition

Soient  des ensembles et  et  une application. L'image directe de  par  est
l'ensemble :

.

Exemple

Soit  définie par , . Si , alors

.

On a   donc  .

"Image réciproque" Définition

Soient  deux ensembles et   et  une application. L'image réciproque de  par 
 est l'ensemble : .

Exemple

Soit    l'application définie par   , alors 

Soit    définie par  , alors 

Proposition

Soient ,  deux ensembles quelconques et  une application . Pour tous   et 
, on a les propriétés suivantes

1.   et  .

2.   et  .

3.   et .

4.  et  .

3.3. Application injective, surjective, bijective

"Injection" Définition

Soit  une application. On dit que  est injective si et seulement si :

.

Chapitre 2 : Les ensembles, les relations et les applications
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Exemple

Soit    l'application définie par  , alors  est injective. En effet,

soient   tels que :   ,

 car  .

"Surjection" Définition

Soit  une application. On dit que  est surjective si et seulement si : pour tout , il
existe au moins  tel que , i.e : 

Exemple

Soit  l'application définie par  , alors  est surjective. En effet,

Soit , pour   (ou ), on a :

 et , donc   

"Bijection" Définition

Soit   une application. On dit que  est bijective (ou  est une bijection de  sur ) si et
seulement si  est à la fois injective et surjective. Cela équivaut à : pour tout  il existe un unique 

 tel que .

Autrement dit :  

Exemple

Soit    l'application définie par  , alors  est bijective.

En effet, soit , on a

. donc il existe un unique  dans  tel que  .

"Application réciproque" Définition

Soit   une application bijective. On définit l'application , appelée application
réciproque de , par :   si et seulement si .

Exemple

Soit   l'application définie par , alors  est bijective, car

pour tout , l'équation  admet une unique solution .

L'application réciproque est  définie par : , pour tout 
.

Proposition

Soient ,  deuxs ensembles et  une application. L'application  est bijective si et
seulement s'il existe une application  telle que :   et  .

Chapitre 2 : Les ensembles, les relations et les applications
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Exemple

Soit  définie par , ,  est bijective, son application réciproque est 
 définie par .

On a 

  et  , telles que 

 et 

Proposition

Soient  et  des applications bijectives. L'application  est bijective et sa
fonction réciproque est .

4. Exercices

Exercice 1 :

Exercice 2 :

Exercice 3 :

Exercice 4 :
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Exercice 5 :

Exercice 6 :

Exercice 7 :
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