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Chapitre 2 : Les ensembles, les
relations et les applications I

La plupart des notions présentées dans ce chapitre sont déja connues par les étudiants. Notre but est
donc de préciser le vocabulaire et les notations qui seront utilisées dans tout le cours.

Les objectifs spécifiques
Al'issue de ce chapitre, l'apprenant sera capable de :

Connaitre le vocabulaire relatif a la théorie des ensembles.

e Montrer qu'une application est injective, surjective ou bijective.

Etudier les propriétés des fonctions caractéristiques et les relations binaires.

Maitriser le lien avec le concept de fonction, les notions d'injectivité, de surjectivité, de bijection,
d'image direct et d'image réciproque, de composition et d'inversion.

1. Théorie des ensembles

1.1. Généralités
m Définition

Parmi les ensembles, un cas particulier, est 'ensemble vide, notée (J ou{ } ('ensemble qui ne contient
aucun élément).

Un ensemble est une collection d'éléments.

Soit £ un ensemble, on note x € E si x estun élémentde E, et x € E dans le contraire.

? Exemple

Ona
{0, 1}, {rouge, noir}et{0,1,2,...} = Nsontdesensembles,alors 0 € {0, 1}et2 ¢ {0, 1}. ‘

Q Remarque

¢ On connait la liste de tous ses éléments, on dit que l'ensemble est donné par "Extension".

Pour définir un ensemble:

Par exemple, Soit A = {0, 1,2} alors, A est défini par extension, car on connait tous ses
éléments.

e On connait seulement les relations qui lient les éléments et qui nous permettent des les
retrouver tous, on dit que l'ensemble est donné par "Compréhension".

Par exemple, soit B = {n € N : n est impair }alors B est défini par compréhension.
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1.2. Inclusion, union, intersection, complémentaire

"Inclusion" Q Définition

Un ensemble F est inclus dans un ensemble E, si tout élément de F' est un élément de E et on écrit
F CE.

Autrementdit: F C E © Vx, xe F = x € E.

On dit alors que F' est un sous-ensemble de E ou une partie de E.

? Exemple
ona:NcZcQcRcC. ‘

q Définition

Deux ensembles E et F sont égaux (E = F) si et seulement si chacun est inclus dans l'autre, c'est-a-

dire:EC FetF C E.
q Définition

Soit E un ensemble, on forme un ensemble appelé ensemble des parties de E, noté P(E) qui est
caractérisé par la relation suivante :

P(E)={A:ACE)

? Exemple

SiE ={1,2,3},alors: P(E) = {0,{1},{2}, {3}, {1,2}, {1, 3}, {2, 3},{1,2,3}}. (

Q Remarque

SiE = Qalors P(E) = {0}. (

"Complémentaire" q Définition

Soit £ un ensemble et soit A C E, on appelle complémentaire de A dans E, noté : CgA ou A€ ou A

l'ensemble des éléments de E qui n'appartiennent pas a A, c'est-a-dire
A°=CpA={xeE:x¢A}
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? Exemple

SoientE = {a,b,1,2,3},A ={a, 1},alors A° = {b, 2, 3}.

"Union" % Définition

On appelle réunion des deux ensembles A et B, noté A U B l'ensemble formé des éléments x qui
appartiennenta Aoua B, c'est-a-dire:AUB ={x€ E: x€ Aou x € B}.

G_ Complément
Soient A, B, C des parties d'un ensemble E, alors il est clair que :
e Commutativité: AU B = BUA.
e Associativitt: AU(BUC)=(AUB)UC=AUBUC.
e AUD = A
e AUA=FEetAUFE=EFE.
"Intersection" Q Définition

On appelle intersection des deux ensembles A et B, noté A N B ['ensemble formé des éléments x qui
appartiennenta Aeta B,c'est-a-dire:ANB={xe€ E:x€Aet xe€ B}

G_ Compléement

Soient A, B, C des parties d'un ensemble E, alors il est clair que :
e Commutativité: AN B = BNA.
e Associativitt: AN (BNC)=ANB)NC=AnNnBnNC.
e ANO=0.
e ANA =0etANE=A.
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2 Exemple

SiA =1{1,2,3}etB=1{2,3,4,5},alors:ANB ={2,3}etAUB ={1,2,3,4,5}. ‘

q Définition

Soit £ un ensemble, on dit que I'ensemble E est fini si le nombre d'éléments de E est fini. ‘

Le nombre d'éléments de E s'appelle le cardinal de E, noté Card (E).

? Exemple
e N n'est pas un ensemble fini.
e SIE =1{0,1,2,3},alorsCard (E) = 4.D’ou E estfini.
"Différence" Q Définition

Soit E un ensemble, on appelle différence de A et B, noté A\ B; l'ensemble formé des éléments x qui
appartiennent 3 A et n'appartiennent pas a B, c'est-a-dire: AAB={x € A : x ¢ B}.

E

"Différence symétrique" q Définition

On appelle différence symétrique de A et B, noté AAB; l'ensemble formé des éléments x qui
appartiennenta A U Betn'appartiennent pasa A N B, c'est-a-dire: AAB = (AU B) \ (AN B).

E

2 Exemple

SiE=R,A =10, 1]et B =]0, +oo[,alors: A\B = {0}, B\A =]1, +co[ et AAB = {0}U]1, 4+o0l.

Proposition

Soient A, B, C des parties d'un ensemble E, alors :
e Distributivitt: AN(BUC)=(ANB)UANCQC).
e Distributivitét: AU(BNC)=(AUB)NAUC).
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Démonstration
On a

(re An(BUCQC)) (reAetze BUC)

(reAet (reBouzel))
(reAetzeB)ou (reAet xeC))
r€ANBoure ANC)

re(ANB)U(ANC),

(
(

t $ ¢ %0

alors AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

(re AU(BNCQC)) (re Aouz e BNC)

(reAou (xeBetzel))
(reAouzx€B)et (xe Aouzxel))
re AUBetz e AUC)

re(AUB)N(AUC),

(
(

t s8¢

alots AU (BNC)=(AuB)N(AUC).

Proposition : "Loi de Morgan"

Soient A et B des parties d'un ensemble E, alors :
e CEe(ANB) =Cg(A) U Cg(B).
e Cr(AUB)=Cg(A)NCg(B).

Démonstration

(reCe(ANB)) & (zr¢ANB)& (z€ ANB)
< (reAezeB)e (r¢ Aouzx ¢ B)
~ ($ECE{A} DI.II.‘ECE(B))':'.I‘ECE(A)UCE(B),

done Cg(ANB)=Cg(A)UCE(B).

(reCr(AUB)) & (¢ AUB)&s ¢ Atz ¢ B
= (IECE{A) Ct.iEECE(B)}QIECE{A)HCE(B),

donc Cg(AUB) = Cg(A)NCg(B).

Q Remarque

Soit A un sous ensemble de E, alors Cg (Cg (A)) = A. En effet,

(z€Ce(Ce(4)) & (z¢Cp(A)+ (zeCp(A)

& (r¢A) e (ze A,



1.3. Produit cartésien

Q Définition
On appelle produit cartésien de deux ensembles E et F', noté E X F 'ensemble des couples (x, y) ou

xeEetyekF.
EXF={(x,y):xeFEetyeF}

? Exemple

1L.SIE ={1,2}etF = {3,5},alors:
ExF =1{(1,3),(1,5),(2,3),(2,5}
FxE={@3,1),3,2),(5,1),5,2)} # EXF.
2.SiE ={0}etF = {0}, alors E X F = {(0,0)}.

Notation

on note E? le carré cartésien E X E. Plus généralement, on définit le produit cartésien de n ensembles
EyE,.. E,par:

E\XE, X ... XE,={(x1,x2,...,xy) - x;, € E;,¥ i=1,..,n}
Par exemple,
1.SiE ={1,2}, alors:
E?=EXE ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)).
E3= E2xE ={(1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(1,2,2),(2,1,1),(2,2,1),(2, 1,2),(2,2,2)}.
2.SiE =R, alors:
RxR=R?>={(x,y), xeRetyecR}

2. Relations d'ordre, Relations d'équivalence
2.1. Relations binaires

q Définition

Une relation binaire sur un ensemble E est définie par la donnée du triplet (E, E,T"), I étant une
partie de £ x E.On écrit xRy ou (x, y) € I pour exprimer que x est en relation ‘R avec y.

? Exemple

Dans R, on définit la relation R par: xRy © x —y > 0,¥x, y e R. ‘
q Définition

1. Réflexive, si chaque élément est en relation avec lui méme, c'est a dire: xR x, Vx € E.

Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que R est :

2. Symétrique, si pour tous x, y € E, si x est en relation avec y alors y est en relation avec x, c'est

adire:xRy = yRx, Yx, ye E.
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3. Transitive, si pour tous X, ¥, z € E, six est en relation avec y et y en relation avec Z alors X est
en relation avec z, c'est a dire :

(xRy et yRz) = xRz, Vx, y, z€ E.

4, Anti-symétrique, si deux éléments sont a la fois en relation 'un avec l'autre, alors ils sont
égaux, c'esta dire:

(xRy et yYRx) > x=y, Vx, ye E.

2.2. Relation d'équivalence

m Définition

Une relation binaire R sur E est une relation d'équivalence si elle est a la fois réflexive, symétrique ‘

et transitive.
m Définition

Soit R une relation d'équivalence sur E. On appelle classe d'équivalence de x € E, |'ensemble des
éléments de E en relation avec x par R, noté x ou ¢l (x) ou bien C(x):

C(x)={ye E:yRux}
La classe d'équivalence C(x) est non vide car comme ‘R est réflexive et contient de ce fait au moins x.
Onnoterapar: E/R = {C(x) : x € E}.

L'ensemble des classes d'équivalence de E par la relation ‘R qui est appelé espace quotient.

? Exemple

Dans R, on définit la relation R par: xRy © x — y € Z.
Cette relation est bien une relation d'équivalence. En effet,
e SoitxeR,ona
x—x=0o0r0eZ,doncx —x€Ze xRx, Yx € R, donc‘R est une relation réflexive.
e Soientx, y € R ona
xRy o (x-yeZ)e (y-xeZ) o (YRx),
alors, R est une relation symétrique.

e Soientx, ¥y, ZER,ona
xRy et YRz) = (x—-y€Zety—-z€2Z)
= (x—y+y-z€Z)
= (x-z€7)

= (xRz),

alors R est une relation transitive.

2.3. Relation d'ordre

m Définition

Une relation binaire R sur E est dite une relation d'ordre si elle est réflexive, antisymétrique et
transitive.
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? Exemple
Soit R la relation définie sur N* par la relation x divise y, c'est a dire
xRy e ke N*:y=kx, Yx, ye N*
Alors,
e Soitx € N*,onax=1-x,doncx=k-xiexRux.
 Soient X, y, 7€ N, si X divise y et y divise z, i.e

Jdky e N*, k) e N* [ y=kix et z=kyy = z=kikox,i.e xRz
o Pour r,y € N*, six divise y et y divise x, alors

JeN* :y=k
IRI,‘{:} IE y 1 = Izkgk]_.'r
YRz < Ik, e N* 1z = by
= I(].—kzk]_):[]

= kzklzl, CﬂTI?éO,
il vient que kaky = 1, comme ky, ky € N*, alors ky = k) = 1, c'est-d-dire £ = y, ¢a signifie

que R est une relation anti-yméirique.
Ainsi R est une relation d'ordre.

L'ordre total et l'ordre partiel q Définition

Soit R une relation d'ordre définie sur un ensemble E, on dit que l'ordre ‘R est totale, si deux
éléments quelconque de E sont comparables i.e, pourtoutx,y € E,ona: xRy ou yRx.

Sinon, on dit que lordre R est partielle si elle n'est pas totale, c'est-a-dire
Ax, ye E: ni xRy et ni yRx.

2 Exemple

Soit R une relation d'ordre définie sur N*par xRy © An e N :y = nx.
Pourx = 2ety = 3,onanixRyni yRx, alors R est un ordre partiel.

3. Les applications

3.1. Définition d'une application

q Définition

Soient E et F' des ensembles donnés, on appelle application de E dans F toute correspondance f
entre les éléments de E et ceux de F' qui associe a tout élément de E un et seul élément de F, on écrit :

f: E — F
x oy =fx).
e L'ensemble E est dit ensemble de départ et F est dit ensemble d'arrivée.

o L'élément x est dit ' antécédent et y = f(x) est dit l'image de x par f.

e L'application f est dite fonction si, pour chaque x € E, il existe au plus y € F'tel que f(x) = y.

? Exemple

Soit f : N — C, telque f(n) = n + ie", alors f est une application, avec E = NetF = C. {

10
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"Domaine de définition" q Définition

définition de f, noté D l'ensemble des éléments x € E au quels il existe un unique élémenty € F,

Soient E, F deux ensembles quelconque et f : E — F une fonction. On appelle domaine de
tellequey = f(x). ‘

? Exemple

Soit f: R — R définie par f(x) = Vx+ 1,alors
Dy={xeR:x+12>20}=[-1,+oo[.

"Graphe" q Définition

Soient E et F' des ensembles donnés. Le graphe d'une application f : E — F est ['ensemble donné
par: L'y :={(x, f(x)) : x€ E}CEXF.

"Egalité" Q Définition

Soient f,g: E — F deux applications. On dit que f, g sont égales si et seulement si :
Vx € E: f(x) = g(x).Onécritalors f = g.

"Composition" Q Définition

Soient E, F et G trois ensembles et f et g deux applications telles que:
f g
E - F - G
On peut définir une application de E dans G notée g o f et appelée application composée de f et g

par: (g o f)(x) = g(f(x)), pourtoutx € E.
Q Définition

Soit E un ensemble, on appelle application identité, notée id : E — E |'application qui a x associe

id(x) =x,Yx € E.

? Exemple
Soient f : R — R'et g : R* — [1, +0o[ définies par
f(x)=x,VxeR et g(x) =2x+1,¥x e R".
Alors, go f : R — [1, +oo[ estdonnée par
(go H(x) =g(f(x) = g(x*) =2x* + 1,Yx € R
"Restriction" % Définition

Soit ACE et f:E — F une application. On appelle restriction de f a A, l'application
fia 1 A — F définie par: fia(x) = f(x), pourtoutx € A.

11
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"Prolongement" q Définition

Soient E, F, G des ensembles tels quer ECG et f:E — F une application. On appelle
prolongement de f a G, toute application g de G vers F dont la restrictiona E est f.

3.2. Image direct, image réciproque

"Image direct" Q Définition

Soient E, F des ensembleset A C Eet f : E — F une application. L'image directe de A par f est
l'ensemble:

fAA)={f(x):xe A} CF.

? Exemple
Soit f : R — R définiepar f(x) =2x+ ,Vx e R.SiA = [0, 1], alors
JUAO, 1) ={f(x) : x € [0, 1]} = {2x + 1 : x € [0, 1]}.
Onaxe[0,1]©0<x<1e1<2x+1<3,donc f([0,1)] =[1,3]
"Image réciproque" Q Définition

Soient E, F deux ensembleset B C F et f : E — F une application. L'image réciproque de B par
festlensemble: f~1(B)={x€ E: f(x)e BjCE.

? Exemple

o Soit f : R — R l'application définie par f(x) = x?, alors
0, I =(xeR:0< > <1}={xeR:0< x| <1} =[-1,1].

e Soit g : R — R définie par g(x) = sin(rrx), alors
g '{0) = {x eR:sin(rx) =0} = {x: x =k, aveck € Z} = Z.

Proposition

Soient E, F' deux ensembles quelconques et f une application f : E — F. Pourtous A, B C E et
X, Y C F,onales propriétés suivantes

LACB= fA)c f(B)et XC Y = f1(X)c LY.

2. f(ANB) C fFANfB) et fFAXNY)=F1X)n LY.
3.f(AUB) = f(A)U f(B) et f'(XUY) = f{(X)U f(Y).
4. Ac I (fA)et f(fT1(X) CX.

3.3. Application injective, surjective, bijective

"Injection" q Définition

Soit f : E — F une application. On dit que f est injective si et seulement si: ‘
Y1, x2 € E: f(x1) = f(x2) = x1 = xa.

12
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? Exemple

Soit f : R* — R l'application définie par f(x) = x?, alors f est injective. En effet,
soient x1, x, € R*telsque: f(x1) = f(x2),

x% = x% = 1/x% = 1/x§ = |x1] = |x2] = x; = xo,car x;, x» € R™.

"Surjection" m Définition

Soit f : E — F une application. On dit que f est surjective si et seulement si : pour tout y € F, il
existe au moins x € E telque f(x) = y,ie:Vye F, Ax€ E : y = f(x).

2 Exemple

Soit f : Z — Nl'application définie par f(x) = |x|, alors f est surjective. En effet,
Soity € N, pour x = y(oux = —y),ona:
xeZetf(x)=yoy=|xl©x==zxy,doncVye Ndx=xyeZ/y= f(x).

"Bijection" Q Définition

Soit f : E — F une application. On dit que f est bijective (ou f est une bijection de E sur F) si et
seulement si f est a la fois injective et surjective. Cela équivaut a : pour tout y € F il existe un unique
x € Etelquey = f(x).

Autrementdit: Yy e F, Al x e E : y = f(x).

? Exemple
Soit f :Z — Z |'application définie par f(x) = x — 7, alors f est bijective.
En effet, soity € Z,ona
f(x) =y = x =y+ 7. doncilexiste un unique x dans Z tel que y = f(x).
"Application réciproque" m Définition

Soit f : E — F une application bijective. On définit l'application f~! : F — E, appelée application
réciproque de f, par: f~1(x) = y si et seulementsi f(y) = x.

2 Exemple

Soit f :R*Y — [1,+oo[ l'application définie par f(x) = x* + 1, alors f est bijective, car
pour touty € [1, +oo[, 'équation y = f(x)admet une unique solution x = 4/y — 1.

L'application réciproque est f~!:[1,+0o[— R* définie par : f'(x) = Vx—1, pour tout
x €[1, +ool.

Proposition

Soient E, F' deuxs ensembles et f : E — F une application. L'application f est bijective si et
seulement s'il existe une applicationg : ' — Etelleque: fo g = idp et go f = idg.

13
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? Exemple

Soit f : R — R} définie par f(x) = e*, Vx € R, f est bijective, son application réciproque est
g : R% — R définie par g(x) = In(x).

Ona

fog Rl -5 Rietgof:R— R, tellesque

(f 0 @)(x) = "™ = x = idg: (x) et(g o f)(x) = In(e*) = x = idg ().
Proposition

Soient f: E — F et g: F — G des applications bijectives. L'application g o f est bijective et sa
fonction réciproqueest(go f)™' = f1 o g7

4. Exercices

Exercicel:
(1) On considére les ensembles suivants :
A=1{1,3,7.912}, B=1{132}, C={3,479}, D={31}.
Déerire les ensembles sutvants et leurs cardinaws :
AnB, A\B. AAB, Dx(C, BnC, CpA, DuUA  P(C).
(2) Déerire les ensembles sutvants :

F=[-21[N]-.0]. E=[-21[U]-00.0], G=[-2.1]A]-00,0], H =CgF.

Exercice 2:

Soit A, B et C trois parties d'un ensemble E.

(1) Montrer que : (A\B)\C = A\ (BUC).
(2) SSAUBC AUC et ANB C ANC, montrer que B C C.

Exercice 3:
Soit R la relation définie sur B® par :
(1. 91) R (2, 42) € 11 = ¥

(1) Montrer que R est une relation d'équivalence.
(2) Déterminer la classe d'édquivalence de (1,0).

(3) Méme questions pour la relation R définie sur B? par :
(z1.31) R (z2. ) & 75 + 4} = 73 + 15
Exercice 4:
Sott 'R la relation définie sur ® par :
nRm < 3k € N :n=km.

(1) Montrer gue R est une reation d’ordre
(2) L'ardre est il total 7

14
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Exercice5:

Dans B?* on définit la relation R par :

(1, 31) R (w2,32) & cos” (z1) +sin’ (z2) =1 e [y| = ||

(1) Montrer que R est une relation d équivalence,
(2) Déterminer la classe d'équivalence de (0, 0).

Exercice 6 :

Sait f: R — R définie par: f(x) =
(1) f est-elle injective? surjective 7

(2) Montrer que la restriction g @ [—1,1] = [=1.1], g (z) = f (x) est une bijection.
Exercice 7:

Soit f Uapplication de [0, +oc| dans [0, +o0o| définie par

flo)=(V+1)"=1.

(1) Montrer que f est bijective.

(2) Déterminer sa fonetion réciproque f='.

15
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