Chapitre 2 : Les ensembles, les relations et les applications

4.2. Correction des exercices

Solution de l'exercice 1:

Solution 8.

(1) Ona
A=1{1,3,7.912}, B=1{13,2}, C={3,4,79}, D={31}.

Alors

ANB={1,3}, Card(ANB) =2, A\B={7,9,12}, Card(A\B) = 3,

DxC={3.1} x {3.4.7.9} = {(3.3).(3.4).(3.7).(3.9) . (1.3) . (1.4) .(1,7) (1,9},
Card(D x C)=8,BNC = {3}, Card(BNC) =3,
74D = {7,912} ,Card (CAD) =3,DUA = A, Card (DU A) = 5,

“P((7}={ 0,43}, {4} .{7}.{9}.{3.4}.{3.7} .{3.9} . {4, 7}, {4,9} . {7. 0} }
' {3,4,7},{3.4,9},{3.7.9} . {4,7.9} . {3.4,7.9} ’

Card (P(C)) = 267m4€) = 21 = 16.

(2) On a,

[-2,1[N]=00,0] = [-2,0],

[-2.1[U]—20.0] = |—oc, 1],

[=2,1] A]=00,0] = =00, 1[\ [-2,0] = ]=o0, =2{ U]0.1],
H = CgF =|—o00,—2[U]0, +oaf.

F
E
G

Solution de l'exercice 2 :

(1) Seit A, B et C trois parties d'un ensemble E| alors

(A\B)\C = (A\B) N CxC = (AN CgB) N CxC,

A\(BUC) = ANCy(BUC)=AN(CeBNCpC)
= {A n C‘EB} ncel
(A\B)\C.

(2) Ona AUBC AUC et ANB C ANC. Soit = € B, montrans que v € C'. En effet

(r€B) = (r€AUBCAUC)=(zC AUC)
= (reAdmzel).

Six e C, adlors on a fini. Siz € A, adlors
(zeANBCANC)= (z€ ANC)= (x e C),

doncx e C, d'olt B C (.,
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Chapitre 2 : Les ensembles, les relations et les applications

Solution de l'exercice 3 :

(1) Soit A, B et C froia partivs d'un ensemble E, alors

(A\B)\C = (A\B)N CsC = (ANCeB)NCeC,

A\(BUC) = ANCe(BUC) = AN(CeBNCEC)
= (ANCEB)NCeC
= (A\B\C.

(2) Ona AUBC AUC et ANBC ANC. Soit x € B, montrons que 2 € C. En cffet

(reB) = (reAUBCALC) = (zCAUC)
= (redouzrel).

Six & C, alors on o fini Six € A, alors
(redAnBCcANC)= (reANC)=(xe ().
done r e C, doi BC C.
Solution 10.
{1) Soit la relation R définie sur B par :
(FLn) Rz e n=mn

® Suit (z1,40) € B2, alora s = g 4 (20,30) R (71, 301), dome R et ume relation réflevive
® Soif {z1,1) . (72, 2) € R*, on

(T ) R (z2 ) & =10 & =1 < (.0 R(r,m)

alora R est une relation symétripue
® Soit {z1,1) . (x2,a) , (73, ) € R, om0

llz2.0) R (z2.30) et (T2 ) Rizsval] = [0 =2 0f o = ]
= [n=m
= (210} R (72.01).

done R es wne relation dmnsitie.
On déduit que R eat une relabion déquivalence
(2) La classe déquivaience de (1,0), on o

CHLOY = {(z.y) eB: (z.y) R{LO)}
= {(z.y eR :y=0} =Rx{0}.

) Soit la relation R definie sur R par ;
3

(2,0 R (220 & 7+ = 5+ 15

e Soit (x1,) ERE, onazi+yl =a2f+yi < (xp.0) Rz, 1), dors R est une relation
ré flexive,
e Soit (x1,11) (72, y2) €R®, ona
(x1,3) R (22,32) & (2] +yi =23 +13)
& (r3+y; =11 +y;)
& (z2.12) R(z1.3)
done R est une relation symétrique.
e Soit (x1,41) (T2, y2), (73, y3) ER?, on a

[(rr01) R(z2.3) e (v2.0) R(ws, )] = [si+ui=23+43 e a3 + 45 = 23 + v3]
= [+ v = w5+ ]
& () Rizs.ys).
done R est une relation transiive.
On dédutt que R est une velation d'équivalence, pour la dasse d'équivalence de (1,0), on a
C((1,0)) = {(z.y) €R*: (z,5)R(1,0)}
{(z.y) eR*: 2 +y* =1}.
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Chapitre 2 : Les ensembles, les relations et les applications

Solution de l'exercice 4 :

(1) Seit R la relation définie sur M par :
nRm < k€ W n = km.
e SoilneM* ona
nRn&a di=1eH* :n=1n.
o lesl-i-dire R est une relalion 1€ flerive.
e Soitn.m e M ona
[nRm et mRn] < [(3k e :n=km) el (3 € B : m = kan)]
= (g ke € B 0= kykan)
= (ke e W i kyke =1)
= kh=hk=1
= n=1m,
done R est we relation anti-Symé frigue.

e Soilmm.pel*, ona

[pRm et mRp] & [k €M :n=km) el (e € W : m = kap)]

= ke M in=kikap
S
ks
= (g =kha € W' 1 n=lkyp)

= nhp,

don R est une relafion fransifive.

Solution de l'exercice 5:

(1) Dans R* on définit la relation R par :
(2L ) R (22,0) # oos® (2) +8in* (2 = 1 ef ] = -
& Soit (x1,3) € R, alors
oos” (1)) +sin{zy) =1 of |w|=|wml-

dane (20, 90) R (21, 10). ce qud signific T e af o flexive.
® Soit (xy,0) . (Taa) €R, ona

cos* (n) +sin (ra) =1 of |y = na]
1—gin®{m) + 1 —cos® (2] =1 o ] = ]
cos® (xa) +sin’ ;) =1 cf Jia] = n

{z2, w) Rl )

(1, m) R (x2,10)

3
3
=
=

dome R csb Sy brigue.
® Soif (z1,3), (T2.0). (22, m) €R, on a

cos® {zy) +sin* (ra) =1 ed || = |l
(21,00 R (2, et (r2 ) R (23,m) = {msa(r,“gm:(n}:] et el =l -

{ cos? (1) + sin? (z2)

= § e (1) +ain’ (2s) =2
sl = el = el
= coa® (1)) + 1 +8in® (2,) =2 of || = |mal
= o8’ (1) +sin® (2y) = 1 ef |w| = [wal
= (20 ) Ris i)

dome R caf fransifive.
(2) La classe d'Gquivalence de (0.0), on a

i) = {(ry) eR: (ry) R @000}
{lxy) R rcos (x) =1 ety =0}
{lr) R (r=nk: keE) cby=0}
= {(=k.0): k €Z}.
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Chapitre 2 : Les ensembles, les relations et les applications

Solution de l'exercice 6 :

24

* L upplication & ol éngctioe, i @ Bt guae
) = o ] - ? ] ] - cor e N
# L upplication @ sival pus asrjection, mr2 €N o #(m) =2 = 6% = 2 wu pus de aobdion
duas N
# L uppticatin i et joctin and i€ Mmoo
(i{n) =i(m)] = [Z0*=7=20"=7)
- i ] =[]
- e, corn,m € N
# L upplicatiors § eo'val pus anrchoction cor € of (1) = =0+ 208 = =22 0¥ = =1 vu
s deanistion durs B doned wio e ancfetioe
# L upptication b et pas indiog oo k(=1) = B{1] =9 o =1 £ 1.

# L applicationk rat s sscfertion cor GEN ctkinf =G arad = L n e de aolion
dorn 2.

w0 L wpplications [ el o dictioe, cor f{§) = f (=4 ot} =f

* L upptication f eaf ansjection. B offed, aoi g @ [01] O

Flix] =y T oy sty T g,
wira

YED Y w0 lmyi |.—{ _"155"‘;%‘;5510

dimec @ weite 2 € |=1,1].
# L upplication f et ngectine, Soi 21,22 € R [=2), on o

lor _Zam
#la) = gla)=—m = —m

= (T=w)fag 4] =2 =] e 4 1)
=+ G dry Dy =gy = =Dy b Dy -y
T
* L apptlication @ et gus s srectioe, cor =] @ B of g (2] m =l oo s de ool e dass
By =1).

# Lupplication b ot igfodioe, Soi 2, 2, € Ry, onw

hie) = k(o) = e =l - =

e —
* L upptication b o anrjection, En effel, aoky € R alos

B{h o g i) m e m ¥ € B

(2) Calcwler vok,iok, kot
s (moa vok:Zﬁ) M —")N, done
n— [vak)(n)=v(in® +5) = (4n" + 5}!.
e rxiok:Z—k':N—"PE: e
n—+(iak)(n) =i(dn® +5) =2 (4n* +5:|2—?.
o Onakoi:HSZ 5, done
n—(koi)(n)=k(2n® =7) =4 (2 = 7) 4 5.
(3) Soit w: |1, 20] = |0, 0] définie par () = Lt

r—1

o Lapplivation w es injective. Soif xy,29 € |1, 0c[, ona

() =ulza)) = (Ill_1=:=l—l)
= (m-l=x-1)

= I =13

o Lapplication u est surjective. Soit g € ]U. +3-c.|, alors
[x) = ! = 1+ L ]l [
ulr) = —_— T= - =
ye— =y g €L 4oel,

o
ye]ﬂ:+x[al>na1+l> 1.
u ¥

done Vapplication w est bijective, avee w= : )0, 0o] = ]1, +00] définie par

1
=t =14 =
u~ () + -
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Solution de l'exercice 7 :
(1) L'application f west pas injective, car f(2)= f{}) =4 Ona
flr)=2=2r=2{rF+1)er —r+l=0

Comme {'fguntion 22 — 2+ 1 =10 n's pas e soluions réelics, done [ n'est surje chive,

(2) L'application g esf injeckive. Soif 2y, 72 € [=1,1], on «

glr) =gl = 2 (l+23) =2n(1+5)
= (1) — 1) - xxs(ry — ) =0
= (=25 ouxgrg =1),

sizgrs=1lefri T3 € [—l: I]. onoa

1
n=_¢ |=oe. =1 UL, =]

ee qui enfmine que ry=x3=1 ou i =3 = —1, c'ealui-dire que 2 = r2, ainsi
ghx) = gles) = 5y = ra.
Lapplicafion g eab surjective, Soity € [=1,0[U10,1], hors

(Fiz)=u} = (y(1+£)=2r)
s prt—2riy=0

Siy € [-L1), alors 1 — 4 2 0, comme & =4 —dy® = 4(1— *) = 0, alors {equation
' — 24y =0 admet dewr soheions

LT 1+ T=
= o ¥= * . aver g #0
I ¥
La sewde solufion acceplée ¥ € [<1,1] esf 2 = 'ﬂ;E car, s i = §, wlors i =

24 VAg 1]

Sig="0, alors £ =0. Done g eaf e bijor fiom,

Solution de l'exercice 8 :
(1) Lo fonckion [ esf ingerfive. Soif xy,xp € [0, +00], ona
[Fled=Ffiz)] = (WE+IF—1=(yEm+1F -1
= (VE+1)=(yE=+1)
= JE+1=yT+1
= JE=vE
=

= T
La forction [ esf swjective. Soif y &€ [ﬂ, +‘_‘£|, alors
2
=f@)] & w=(Vi+1)'-1
= (VE+1) =g+l
Comme i € [0, 400, alors Iéguefion (T + I}* =g+ 1=1 admet des solulion
(WE+1) =y+1 & |VF+1|=yu+1
= JT+l=y+1,

car o/ + 1 =0, done

ﬁ=@—|gn¢x=[@—1}!gm
alors
r= {v"m—l}*e[ﬂ:ac[.

(2) La fomckion weiprogue [~ [0, 0e| — [0, 00 esf dommde par

f‘lﬂr:l={v"1+1—1}*=:+2—21.-"l+1: wr € [0, o[
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