Chapitre 3 : Les fonctions réelles a une
variable réelle I

Les objectifs spécifiques
Al'issue de ce chapitre, l'apprenant sera capable de :
e Connaitre et interpréter :
o Lanotion de limite.
o Lanotion de continuité.
o Lanotion de dérivée.
¢ Approfondir les notions de fonctions continues et dérivables :
o Théoreme des Valeurs Intermédiaires (TV.I).
o Théoréme de Rolle.
o Théoreme des Accroissement Finis (T.A.F).
¢ Connaitre et utiliser les corollaires du théoreme des Accroissement finis.

¢ Connaitre et utiliser la régle de ’Hopital pour le calcul de limites.

1. Notions de fonctions
1.1. Définitions

q Définition

Une fonction d'une variable réelle a valeurs réelles est une application f : U = R, ot U est une
partie deR.

En général, U est un intervalle ou une réunion d'intervalles. On appelle U le domaine de définition de
la fonction f.

? Exemple

La fonction définie par

fi: 1—00,0[U]0,+00o[ — R
x o =

Le graphe d'une fonction f : U — Restla partieI's de R2 définie par:I'y = {(x, f(x)), x € UL
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1.2. Opérations sur les fonctions

Soient f : U — Retg : U — R deux fonctions définies sur une méme partie U de R. On peut alors
définir les fonctions suivantes

e lasommede f et gestlafonction f + g : U — R définie par

(f +8)(x) = f(x) + g(x) pourtout x € U.
* leproduitde f et gestlafonction f X g : U — R définie par

(f X &)(x) = f(x) X g(x) pourtoutx € U .
e la multiplication par un scalaire 1 € Rde f estlafonctiond - f : U — R définie par

(A - f)x) =4 - f(x)pourtoutx € U.

1.3. Fonctions majorées, minorées, bornées

q Définition

Soient f : U = Retg : U — R deux fonctions définie sur U. Alors
e f>gsipourtoutx e U: f(x) > g(x).
f = Osipourtoutx € U: f(x) > 0.
f > Osipourtoutx e U: f(x) > 0.
f estdite constante surU si:ilexiste(a €e R,Yx € U : f(x) = a)ou
(f(x) = f), Yx, y e U).

f estdite nulle surU si: pourtoutx € U, f(x) = 0.

q Définition

Soit f : U — R une application définie surU. On dit que
o festmajoréesurUsi:AM e R, Vxe U : f(x) < M.
e festminoréesurUsi:dm e R, Vxe U : f(x) > m.

o f est bornée sur U si f est a la fois majorée et minorée sur U, c'est-a-dire si
AM e R*, Vxe U : |f(x)| < M.

? Exemple

Voici le graphe d'une fonction bornée (minorée par m et majorée par M).
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1.4. Fonction croissantes, décroissantes

q Définition

Soit f : U — R une fonction définie surU. On dit que

f estcroissante surU si: pourtousa,b € U, a < b = f(a) < f(b).

f est strictement croissante surU'si: pourtousa,b € U, a < b = f(a) < f(b).

f estdécroissante surU si: pourtousa,b € U, a < b = f(a) > f(b).

f est strictement décroissante surU si: pourtousa,b € U, a < b = f(a) > f(b).

f est monotone (resp. strictement monotone) sur U si f est croissante ou décroissante (resp.
strictement croissante ou strictement décroissante) surU.

Voici le graphe d'une fonction strictement croissante.

? Exemple

La fonction racine carrée :
f: [0,400] — R
X o flx) =
La fonction exponentielle :
f: R —
x P flo=e

\/;C est strictement croissante.

. eststrictement croissante.

La fonction logarithme :
[ 10, 400[ —

X —  f(x)=In(x)

La fonction valeur absolue :
f: R — R

x = f(x) =

est strictement croissante.

n'est ni croissante, ni décroissante.

Par contre, la fonction
S [0,+00[ —

est strictement croissante.
X - f(x)=x

1.5. Parité et périodicité

q Définition
Soit I unintervalle de R symétrique par rapport a O (c'est-a-dire de la forme ] — a, a[ ou[—a, a] ouR).
Soit f : I — R une fonction définie sur 1. On dit que
o festpairesi:Vxel, f(—x) = f(x).
e festimpairesi:Vx €1, f(—x) = —f(x).
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Interprétation graphique Q Remarque

- f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'axe des ordonnées. {

- f estimpaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'origine.

? Exemple

- La fonctioncos : R — Rest paire. {

q Définition

Soit f : R — Rune fonction etT un nombre réel,7 > 0.
La fonction f est dite périodique de période T'si:Vx € R, f(x+T) = f(x).

- La fonction sin : R — R est impaire.

? Exemple

¢ Les fonctions sinus et cosinus sont 2r-périodiques. {

¢ Lafonction tangente est ;T-périodique.
2. Limite d'une fonction
2.1. Limites en un point

Voisinage q Définition

Une partieU C R est un voisinage de xy € R s'il contient un intervalle ouvert contenant xg. {

Limite en un point Q Définition

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit xy € R un point de I ou une
extrémité de I (ou un point adhérent a l).

On dit qu'une fonction f définie au voisinage de x, sauf peut-étre en x, a une limite / au point xg, si
Ve>0, d0>0,Vxel : O<|x—xpl<o=|f(x)-l<e

On dit aussi que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers xg. On note, alors : lim,_,, f(x) =1 ou
f(x) _)x—UC() l
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Q Remarque

e Linégalité O < |x — xg| < d équivautax €]xg — 6, xo + o[, x # Xxo. ‘

o Linégalité|f(x) — I| < géquivauta f(x) €]l —¢,l + &[.

? Exemple
La fonction x — 3x — 2 a pour limite 1 quand x tend vers 1. En effet,
£
lf(x)—1=3x-3|<e & |x-1|< 3
d’ou
e e
Ve >0, dnp = gtelquelx— 1] < 3 =|f(x)—-1<e.
2.2. Limites en l'infini
Limite en U'infini q Définition
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =]a, +oo[ et/ € R.
Ondit que f a pour limite/ en+oc0'si
Ve>0,dB>0,Vxel, x>B=|f(x)-Il<e¢
On note, alors liMy_ 100 f(x) = L.
Ondit que f a pour limite/ en —oo si
Ve>0,dB>0,Vxel, x<-B=|f(x) -l <e¢
On note, alors lim,_,_ f(x) =L
? Exemple

On a les limites classiques suivantes pour toutn > 1,

e lim,_, ;e X" = +00.

+00 si nest pair
e lim,,_ X" =
—0o S§i nestimpair
o limx_)+oo F - O.
o lim,_,_o o =0.
2.3. Unicité de la limite

Limite a gauche et a droite q Définition

Soient I un sous-ensemble de R et x( un point adhérent a I.
e On appelle limite a droite en xgde f lalimite notéepar lim  f(x) = I;si
X — Xo
>
e Ve>0,0>0,Vxel :xo<x<xp+0=|f(x)—1Ily <€
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¢ Onappelle limite a gaucheenxgde f lalimite notéepar: lim  f(x) = [,si
X — X
<
Ye>0,06>0,Vxel :xp—6<x<xg=|f(x)—l|<e

? Exemple

x+3si x>0
2x+5si x<0
Ona: lim f(x)=3et lim f(x) =5
x—0 x—0
> <
Dans ce cas, on dit que f n'admet pas de limite en 0.

Soit f : R — R définie par: f(x) = {

Q Remarque

Ona
lim f(x)=le Ilim f(x)= 1lim f(x)=1
X = X X = Xq X = Xq
> <
Unicité de la limite G_ Complément

Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

2.4. Propriétés sur les limites

Proposition : "Propriétés sur les limites"
Si lim f(x)=l€eRet lim g(x)=1 €R,alors

X — X X — X0
e lim (A-f(x))=A4-Lpourtoutd € R.
X — X
e lim (f+o9Xx)=I[+1.
X — X
e lim (fxgx) =[x/l
X — X
1 1

e Sil#0,alors lim ——=-.
X — Xp f()C) [

1
Deplus,si lim  f(x) = oco,alors lim — =0.

X — X X — X0 f

e si h est une fonction bornée au voisinage de xo et lim  f(x) =0, alors
X — X
lim  A(x)- f(x) =0.

X = X0

Proposition : "Composition de limites"

Si Iim  f(x)=1let lim g(y) =g(l),alors Iim (go f)(x) = g().

X — Xp y— 1 X — Xp



Ona

1 ) ) . .1
lim,_, ;o — = Oetlim,_,q sin(y) = 0, alors lim,_, ;o sin(=) = 0
X X

Proposition :

e Sif <getsi lim f(x)=1[€Ret
X = Xo

e Sif <getsi lim f(x)=+4o0,alors:

X = Xq

Théoréme de gendarmes :

Sif <g<hetsi lim f(x)= lim
X — X0 X — X0

gaunelimitelenxpi.e lim  g(x) =L
X — X

) cos (x)
Calculer la limite suivante:  lim

X — 400 ‘/}

Pourtoutx € R,ona —1 <cos (x) < 1.

-1 cos (x) 1 1
(Car—= >0)
VI W
-1 1
or lim — = lim —=0.
x— 400 VX x40 VX
Donc lim cos (¥) =0

X > +oo VX
3. Continuité d'une fonction

3.1. Continuité en un point

Continuité en un point

Soit unintervallede Ret f : I — R une fonction définie sur .
e Ondit que f est continue en un point Xy € I si lim,,,, f(x) = f(xp),i.e
Ve>0, 30 >0, Vxel : |x—xo| <6 = |f(x) - f(xp)| < &

e Ondit que f est continue sur [ si f est continue en tout point de /.

gx)=1€eRalors [ <[

h(x) =1€ R, alors

2 Exemple

2 Exemple

Q Définition

Q Remarque

on note C(I; R) ou C%(I; R) 'ensemble des fonctions continues sur / 3 valeurs dansR.
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Continuité a droite et a gauche q Définition
e Onditque f est continue a droite en pointxg € I'si  lim  f(x) = f(xp).
X — X
>
e Onditque f est continue a gaucheenpointxy € I'si lim  f(x) = f(xo).
X — X
<

e festcontinueenxy < f estcontinue a droite et a gauche en xp.

? Exemple

Les fonctions suivantes sont continues sur I :
e Lafonction racine carrée x +— +/xavecl = [0, +ool.
e Les fonctions sinet cosavec I = R.
e Lafonctionexpavecl = R.
e Lafonctionlnavec/ =]0, +ool.

e Lafonction valeur absolue x — |x|avec I = R.

? Exemple

2x+1 si x>1
e Soit f : R — R définie par f(x) =< 3 si x=1.
dx+5 si x<1

Ona
lim f(x) =3 = f(1),mais lim f(x) =9 # f(1).
x—1 x—1
> <

Dans ce cas, on dit que f n'admet pas une limite en 1. Ici f est continue a droite en 1 mais n'est
pas continue a gauche en1, donc f n'est pas continue en1.

? Exemple

Ll si. x#0
e Soit f: R — Rdéfiniepar f(x) =4 X
1

si x=0

Alors, f n'est pas continue a gauche en 0. Car

: ) -X
lim f(x)= lim —=-1%# f(0)=1
x—0 x>0 *
< >
Par contre, f est continue a droite en 0. Car
: ) X
Iim f(x)= Im —=1=f().
x—0 x—>0 X
> >
On conclut donc que, f n'est pas continue en 0.

10
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Proposition :

Soient f, g : I — Rdeux fonctions continues en un point xy € 1. Alors
e 1. festcontinueen xq(pourtout A € R).
e f + gestcontinue en X

e f X gestcontinue en Xx.
1
e sif(xg) # 0,alors: ? est continue en Xxy.
Proposition :

Soient f : [ — Retg : J — R deuxfonctions telles que f(I) C J.

Si f est continue en un point Xg € I et si g est continue en f(xg), alors g © f est continue en Xo.

3.2. Prolongement par continuité

Prolongement par continuité q Définition

Soient [ un intervalle, xy un pointdel et f : I \ xo — Rune application.
e Ondit que f est prolongeable par continuité en X si f admet une limite finie en xq.

Notonsalors lim  f(x) =1
X — X

¢ On définit alors la fonction ]7: I — Ren posant pourtoutx € I :

~ . ) fx si x#xo
f(x)_{l si x =X

Alors f est continue en Xg et on ['appelle le prolongement par continuité de f en x,.

? Exemple

1
Soit f : R* — R définie par f(x) = xsin —.
X

Comme lim  f(x) = 0. Alors,
x—0

f est prolongeable par continuité en 0 et son prolongement f est défini par

1
- xsin— si x#0

S = X
0

si x=0

11
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3.3. Théoremes des valeurs intermédiaires

Théoréme des valeurs intermédiaires :
Soit f une fonction continue sur intervalle [a, b]

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins ¢ € [a, b]tel que f(c) = k.

]

-

fla) -

Fhem——————

Voici la version la plus utilisée du théoreme des valeurs intermédiaires.

Théoréme:
Soit f une fonction continue sur un intervalle[a, b]loua, b € Reta < b.
Si f(a) - f(b) <0, alors il existe au moins ¢ €la, b[ tel que : f(c) = 0.

4. Dérivée et différentiabilité d'une fonction

4.1. Dérivée en un point

La notion de dérivée est une notion fondamentale en analyse. Elle permet d'étudier les variations
d'une fonction, de construire des tangentes a une courbe et de résoudre des problémes d'optimisation.

En physique, lorsqu'une grandeur est en fonction du temps, la dérivée de cette grandeur donne la
vitesse instantanée de variation de cette grandeur, et la dérivée seconde donne 'accélération.

Fonction dérivable q Définition
Soient / unintervalle ouvertde R etf : I — R une fonction définie sur 1. Soit xg € 1.
. : S J(x) = f(xo) o
f estdérivable en X si le taux d'accroissement ———————a une limite finie lorsque x tend vers Xy.
X — X0

La limite s'appelle le nombre dérivé de f en xpet est noté [/ (xg).

: (x) = f(x0)
Ainsi f'(xp) =  lim Q

X = X X — X0

Proposition : "Autre écriture de la dérivée"

f(xo +h) = f(xo0)

f est dérivable en xg si et seulementsi  lim existe et est finie.
h—0 h
Preuve:
) x)— f(x
X = X0 X = Xo

Onpose:h = x — Xy, alors x = xg > h — 0.
+ h) -
Donc, lim f(X() ) f(X()) — f,(xO)-
h— 0 h

12
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:’ Rappel

Rappelons l'interprétation géométrique de la dérivée : si f est dérivable en X, alors la courbe
représentative de la fonction f admet une tangente au point (xg, f(x0)), de coefficient directeur

S (x0).
q Définition

f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point xy € I. La fonction x — f(x) est la fonction

dérivée de f elle se note " ou—.

dx
? Exemple
Soit la fonction définie par: f(x) = x%. Etudions la dérivabilité de f enxy = 2.
Ona
2
- -4
fim LW ZSO0 o X e =4
X = X X = Xo x—2 X~ x—2
Dong, f est dérivableen2 et f/(2) = 4.
Dérivabilité a droite et a gauche q Définition
i x) — f(x
e festdérivable adroite en xp,si  lim M = f; (x0)-
X — Xo X = Xo
>
. . s . . X)— J X
e festdérivable a gauche en xj,si lim M = fg (x0).
X = X X = Xo

<
o f est dérivable en xyp & f est dérivable a droite et a gauche en Xy et

1 (x0) = f (x0) = f3 (x0).

Proposition :

Soient ] unintervalle ouvert, xy € I et f : I — Rune fonction définie surI.
e Si f estdérivable en xg alors f est continue en Xg.

e Si f estdérivable sur! alors f est continue sur 1.

Q Remarque

La réciproque est fausse. Par exemple, la fonction valeur absolue est continue en O mais n'est pas
dérivable en 0.

Puisque, f; (0) = 1 # f; (0) = —1L.

Proposition : "Opérations sur les dérivées"
Soient f, g : I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors pour tout xo € I :
e f + gestdérivableen xg, et(f + 2)'(x0) = f'(x0) + &' (x0).
o [ gestdérivableen xg, et (f - 8)"(x0) = f’(x0) - 8(x0) + f(x0) - 8’ (x0).

13
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e Sig(xp) # 0,alors iest dérivable en x(, et on a (i (xg) = f(x0) - 8(x0) = (%) - g/(XO).
g 4 8%(xo)

Si f(x0) # 0, al L est dérivabl t (W} ) —/(x0)

e Sif(xo , alors —est dérivable en xg, etona| = | (xp) = ———.
f f f*(x0)

Proposition : "Dérivation des fonctions composées"

Soient f : I — Retg : J — Rdeuxfonctions telles que f(I) C J,etxy € 1.

Si f est dérivable en xq, et g est dérivable en f(xp), alors go f est dérivable en x et on a

(go f)(x0) = g (f(x0)) - f'(x0)-

? Exemple

Calculons la dérivée de In(1 + x?).

Nous avons g(x) = In(x) = g'(x) = %etf(x) =1+x*= f'(x) = 2x.

Alors (8 © £ () = £'(F00) /() = /(1 + ) - 2x =
4.2, Dérivée des fonctions usuelles
Dérivée de fonctions usuelles
u représente une fonction x > u(x).
Fonction Dérivée Fonction Dérivée
" nz" ! (neZ) u™ nu'u"t  (n € 7Z)
] -3 : -
Vi o Ve 1V
z° az*!  (a €eR) u® av'u*t  (a€R)
e’ e* e u'e”
Inz 1 Inu “;'
cos T —sinz cosu —u'sinu
sinT COoS T sinu u' cosu
tan x 1+ tan’s = tanu o' (1 + tan®u) = co:;u

4.3. Dérivées successives

Dérivées successives

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I et soit f” sa dérivée.

Silafonction f” : I — R est aussi dérivable sur I on note f”/ = (f’)’ la dérivée seconde def.

Plus généralement on note :

f(O) = f, f(l) =f, f(2) = f" et f(n) = f(n—l)]/.
o Siladérivée n-ieme £ existe on dit que f est n fois dérivable.

o Si f estn fois dérivable sur I et (" est continue sur I on dit que f est de classe C"(1, R).

14



4.4. Théoreme de Rolle

Théoréme : "Théoréme de Rolle"
Soit f : [a,b] — Rtelle que:

o festcontinuesurla, b].

e festdérivablesur]a, bl.

o fla) = f(b)

Alors, il existe au moins ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

)=} 4

g
oo ———
’

Il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est horizontale.

4.5. Théoreme des accroissements finis

Théoréme : "Théoréme des accroissements finis"

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur[a, b]et dérivable sur ]a, b[ aveca < b.
Alors, il existe ¢ €]a, b[ tel que: f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

Preuve:
Posons !/ =

etg(x) = f(x) =l (x—a).
f(b) - f(a)
b—a

f(b) - f(a)
b-a
Alors g(a) = f(a),8(b) = f(b) - (b—-a)= f(a).

Par le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que g’(c) = 0.
org’(x) = f'(x) — l.Cequidonne: f'(c) = %.

4.6. Fonction croissante et dérivée

Corollaire :
Soit f : [a, b] = R une fonction continue sur[a, b]et dérivable sur ]a, bl.
1.Vx €la,b[, f'(x) > 0 & f est croissante sur [a, b] .
2.¥x €la,bl, f'(x) <0 & f estdécroissante sur [a, b].
3.Vx €la,bl, f'(x) = 0 & f est constante sur [a, b].
4.¥x €la,b[, f'(x) > 0 = f est strictement croissante sur [a, b].

5. Vx €la,b[, f’(x) < 0 = f est strictement décroissante sur [a, b] .

Q Remarque

La réciproque du point (4) (et aussi du (5)) est fausse. ‘

Par exemple, la fonction x X3 est strictement croissante et pourtant sa dérivée s'annule en ().
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Corollaire : "Régle de I'Hopital"

Soient f, g : I — R deux fonctions dérivables sur I et soit xg € I.

On suppose que : lim,_,, f(x) = lim,_,,, g(x) =0, (ou ©0).Alors,
A S

= lim,_,, .
g(x) g'(x)

lim,_,,,

In(x>+x-1)
In(x)

1. Calculer la limite en 1 de
On vérifie que :

o f(x) = In(x*+ x — 1),lim,_,; f(x) = 0, f dérivable et f'(x) =

1
o g(x) =In(x),lim,_; g(x) = 0, g dérivable et g’(x) = =

"(x 2x% + x X
o MC) = — -1 3.Donc,—/ —,,1 3.
gx x*+x-1 g(x)
ecos(x) —e
2. Calculer la limite en 0 de ——— .
cos(x) — 1
) ecos(x) —e )
lim, ) ———— = lim,_,¢ e*W = e.
cos(x) —1

5. Exercices

Exercicel:

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

V2x - 10
1. f()C) = xx_—7
2
2./ = x2 +3x
3 oy = 222t
x+4
4. f(x) = Vx2 — 11x + 18,
2+ x
5. = —
70 Vax -1
1
R
3
7. f(x) = 27
8. f(x) = 3x-5

V2x + 6

16

? Exemple

2x+ 1

2+x-1




Exercice2:

En utilisant la définition de la limite, montrer que
e lim,_,,(4x—-3)=5.
e lim,,;(2x+3)=5.

Exercice 3:

Déterminer les limites suivantes :

L 4x +5
.1mx_>oow/ .
- x—2

2. 1im,y_eo 2%° = 5x% + x + 1.

Ll x2+x-1
Jdim, o ————.
2x% + x
1 2
4.1im,,_ o4+ — — -
X X
5 lim 1—-4x
CAmy 3+ .
3 x—3
+
6.1imx_>+oox—\/}.
x+1
x+3
7.1im, 1+ (x — 1 .
+(x—1) 21

. 1 —cosx
8.lim,,p —— .
Xxsin x

Exercice 4:

1. Soit f(x) = —x> + 6x — 8. Montrer que f est majorée parlsurDy.

—x+1
2. Soit g(x) = 5 . Montrer que g est minorée par1sur[—1, 0]
x“+1
2x
3. Soit h(x) = ———. Montrer que: ¥Yx € R; |a(x)| < 1.
x+1

Exercice5:

Xx—2sinx

Soit f(x) = ———avecDs = R.
F) I + 3 /

1. MontrerqueVx € R : |x —2sin x| < |x| + 2.

2. Déduire que f est bornée.

Exercice 6:

Soit la fonction f définie par: f(x) = Va2 =1 +x
1. Déterminer Dy.
2. Montrer que f est continue sur] — oo, —1[.

3. Déterminerf”(x).
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Exercice 7:

sinx si x>0

Soit la fonction f définie par: f(x) = { . i x<0

Etudier la dérivabilité et la continuité de f sur Dy.

Exercice 8 :

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1. f(x) = sin(e”).
2.8(x) = Va2 + e73x,
3. h(x) = In(x® + V).
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