Chapitre 6 : Algebre linéaire

Corollaire :
e Sil'application linéaire f estinjective alorsdim E < dim F.
e Sil'application linéaire f est surjective alorsdim E > dim F.

e Sil'application linéaire f est bijective alorsdim E = dim F.

Proposition :
Soit f une application linéaire de E dans F avec dimension de E est finie,on a:

dim E = dim Ker(f) + dim Im(f)

? Exemple
[ ]
Soit f définie par:
/o R? - R
(x,y) = flxy)=x+2y.
Ona:
Kerf = {(x,y)€R2 f(x,y)=0},
= {(ny) €R* x+2y=0},
= (Y R x=-2y),
= {(—2y,y), y € R},
= {((-=21), yeR).
Alors,

dim Kerf = 1,et comme dim R? = 2,donc:
dim Imf = dimR*> — dim Kerf =2—-1=1.

Théoréme:

Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimension fini. Si f est une application linéaire de E
vers I, alors:

e festinjectivessirg (f) = dim E.
o festsurjectivessirg (f) = dim F.
o festbijectivessirg (f) =dim E = dim F.

4. Exercices

Exercicel:

On définit sur G =] — 1; 11, la loi interne % comme suit :

+
Vx,y) eGXG : x*xy= Ty

1+xy

Montrer que (G, *) est un groupe commutatif.

Exercice 2:
Onconsidére:Z[\/i] a+b\/§ a, beZ).
Montrer que (Z[ \/5], +, X) est un anneau.
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Chapitre 6 : Algebre linéaire

Exercice 3:
On considere dans R3, le sous ensemble E défini par :
E={(x,y,20eR® :x+y+2z=0).

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Donner une basede E.

Exercice 4:

Soit f : R3 — R?définie par:

f,y,2) = (x+y+2z2x+y—2z), pour tout (x,y,z7) €R3.
1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer Ker (f).

Exercice 5:

Soit l'application f définie de R?dansR?par: f(x,y) = (x + v, x — y).
1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer Ker (f) et Im (f)et donner leur dimension.

3. f est-elle bijective ?

Exercice 6 :

Soit f définiedeR*dansR*par: f(x,y,2,8) = (x = 2y, x = 2y,0,x =y — 2 — ©).

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Déterminer le noyau et l'image de f.
3. Atonker (f)®Im (f) = R*?

Exercice 7:
On définit surR — {1} la loi de composition interne x par: XAy = x + y — xy.

Montrer que ( R — {1}, A) est un groupe abélien.

Exercice 8 :
On considere dans R3, le sous ensemble F défini par :
F={(xyz2€eR} 2x+y—-z=0}.
1. Montrer que F’ est un sous espace vectoriel de R3.
2. Donner une base de F', quelle est sa dimension ?

3. F est-il égale aR*?
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