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Fiche de TD 1 Algébre 2'
Espaces vectoriels I

Exercice 1. On définit sur R? les lois + et ® de la maniére suivante :
= V(z,y), (¢ y) €R™: (2,y) + (2, y) = (e + 2,y +Y)
- VA ERV(z,y) e R*: A® (z,y) = (A\z, \?y).

L’ensemble R? muni de ces lois est-il un R—espace vectoriel ?

Exercice 2. Parmi les ensembles suivants, reconnaitre ceux qui sont des sous-
espaces vectoriels de F.

(1) By = {(z,y) € R?, 2% + y* > 1} dans E = R?
(2) By ={(z,y,2) € R*,z +y =0} dans E = R®.
(3) By ={f € F(R,R), f est croissante} dans £ = F(R,R).
(4) E5 = {P € Ry[X] : 2?P" — 3zP' + P = 0} dans E = Ry[X].
Exercice 3.
(1) On considére les vecteurs u = (1,3,0) et v = (3,2,0) de R3. Les vecteurs
(4,5,1) et (1, —3,0) sont-ils combinaisons linéaires de u et v ?
(2) Dans R[X], le polynome P = 4X3 + X? — 5 est-il combinaison linéaire de
X34+ X2 X3 —Xet X417
Exercice 4. Déterminer les valeurs de t € R pour lesquelles les vecteurs u; =
(1,0,t), up = (1,1,t) et uz = (£,0,1) forment une base de R?
Exercice 5. On désigne par R3[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels de degré < 3.
(1) Vérifier que la famille B’ = (1,1 — X, X — X2, X? — X?) forme une base de
R3[X].
(2) Donner les coordonnées du polynoéme P = 3X — X2 +8X? dans la base B'.
Exercice 6. Dans R?, soit F = {(z,y,2) € R®, z + 2y = 3z}.
(1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.
(2) Donner deux vecteurs u et v non colinéaires de F.
(3) Soit w = (1,0,0) et G = wvect(w). Montrer que F et G sont deux sous-
espaces vectoriels supplémentaires de R3.

Exercice 7. Soit £ = F(R,R) un R—espace vectoriel et P et Z des sous-
ensembles de E constitués des fonctions paires et impaires respectivement. Mon-
trer que

(1) P et Z sont deux sous-espaces vectoriels de F
(2) POI=E.
Exercice 8. Dans chacun des cas suivants, donner le rang des vecteurs vy, vo, v3

dans R3. Les vecteurs vy, vs, v3 forment-ils une base de R? ?. Déterminer le sous-
espace vectoriel engendré par vy, vo, v3.

(1) vy = (1,1,1), vy = (3,0,—1), v3 = (=1,1,—1).
(2) v = (1,2,3), vy = (3,0, —1), v3 = (1,8,13).
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Corrigé
Corrigé 1. Soit (z,y) € R? et A\, p € R alors (A p)®(z,y) # A\ (2, y)+pR(z,y)
car
A+ ) @ (2,9) = (A + )z, A+ @)*y) = (A + )z, (N + 4 +22u)y)
A® (2,y) + 1@ (2,y) = (Ao + pw, Ay + py)
Ainsi R? muni des lois + et ® n’est pas un espace vectoriel.
Corrigé 2. Soit E un K—espace vectoriel, et F' un sous-ensemble de E. On

rappelle que F est sous-espace vectoriel de E si les deux conditions suivantes sont
satisfaites

Ogp e F
Ve,ye F, VA, p e K, \x + uy € F.

(1) Ey n'est pas un sous espace vectoriel de R? car (0,0) € Ej.
(2) Soient (z,y,z2),(x',y',2") € E5 et \, u € R alors
(a) (0,0,0) € Ey;
(b) MNz,y,2) + p@',y, 2") = (e + px’, \y + py', Az + pz') € Ey car
e+ px' + Ay +py = ANe+y) +p@ +y)=A0+p0=0
Ainsi Fy est un sous-espace vectoriel de R3.
(3) Soient f,g € E5, alorsVx,y e R:z >y = f(x) > f(y) N g(z) > g(y).

Soient A\ = i = —1 € R alors A f(z)+pg(z) = —f(z)—g(z) < —f(y)—9(y),
ce qui montre que \f(x)+pug(x) & Es. Ceci prouve que E3 n'est pas un sous-
espace vectoriel de F(R,R).

(4) Soit Uespace Ey = {P € Ry[X] : x*P" — 3zP' + P = 0}. Soient P,Q €
Ey, A\ p € R. Montrons que Ey est un sous-espace vectoriel de Ry[X].
(a) on a 22.0—32.0+P = 0 donc P = 0 vérifie v*P" —3zP'+P =0 = 0 €
E4 ;

(b)
PQcE;= 2°P' —3zP +P=0 A 2°Q" —32Q' +Q =0
= 22AP" —3zAP + AP =0 A 2°uQ" — 3zxuQ’ + p@ =0
= 2*(AP)" = 3z(AP) + (A\P) =0 A 2*(uQ)" — 32(uQ) + (nQ) = 0
= 2*(AP + pQ)" — 3x(AP + pQ)' + (AP + uQ) = 0
= AP+ uQ € Es.

Corrigé 3. (1) (4,5,1) est combinaison linéaire de u et v ssi il existe A\, jp € R
tel que (4,5,1) = Au+ pw. Or

1 3 A+ 3u
MAp=A3|+pl2]=1]3N+2u
0 0 0

En identifiant la troisiéme coordonnée, on obtient 1 = 0 ce qui est impos-
sible, donc (4,5,1) n’est combinaison linéaire de u et v.
On peut par contre trouver \, u € R tel que

1 A+ 3p
=3 = u+pv=|3A+2u
0 0



A+3u=1
3AN+2u = -3
solution unique. Ainsi (1,—3,0) est combinaison linéaire de u et v.

En effet, on vérifie aisément que le systéeme posséde une

(2) Le polynéme P = 4X3+ X?—5 est combinaison linéaire de X®+ X2 X3 — X
et X + 1 ssi il existe a,b,c € R tels que P = a(X? + X?) + b(X? — X) +
(X +1)=(a+b)X3+aX?+ (c—b)X + c. Cette relation est équivalente
au systeme suivant

a+b=4
a=1

c—b=0
c= -5

On wvoit clairement que les équations du systéeme sont incompatibles. Ainsi
P n’est pas combinaison linéaire des polynémes proposés.

Corrigé 4. On sail que dim(R3) = 3 et que toute famille libre de R? a trois élé-
ments est une base de R3. Il suffit donc de trouver les valeurs de t pour lesquelles
la famille formée des vecteurs uy,us et ug est libre. Soient a,b,c € R,

a(1,0,t) +b(1,1,t) + ¢(t,0,1) = (0,0,0) < (a + b+ tc,b,at + bt + ¢) = (0,0,0)

(4 +b+tc=0 b=0
S<b=0 < qa+te=0
\at+bt—|—c:0 at+c=0
(b=0 b=0
&y a=—tc a = —tc
((—te)t +e=0 (t*=1)e=0

Alors a =b=c=0 sit # x1. Dans ce cas la famille (uy,us,us3) est libre et est
donc aussi une base de R3.

Corrigé 5. (1) On a dim(R3[X]) = 4, alors B' est une base de R3[X] si et
seulement si elle est libre. Montrons donc la liberté de la famille B'. Consi-
dérons une combinaison linéaire nulle

ol + (1= X) +7(X — X?) + 8(X? — X¥) = Ogx
cette équation est équivalente a

00X+ (0 —YX+(y=B)X+B+a=0

—0=0
d—v=0
— —a=pF=v=0=0
y—6=0
B+a=0

La combinaison linéaire considérée est donc triviale. Ainsi la famille B’ est
libre et donc c’est une base de R3[| X].

(2) Posons P = al+B(1—X)+~(X —X?)+8§(X%—X?) et résolvons ’équation
pour «, 3,7, € R.

3X — X2 48X = 66X+ (6 — X+ (v - B)X + B+«



on obtient par identification des coefficients le systéeme suivant

—5=38 §=-8
§—~=—1 =5+1=—
v <:>’y(5+ 7
v—B=3 f=v—-3=-10
B+a=0 a=—-8=10

Ainsi les coordonnées du polynome P dans la base B sont («,f3,7,9) =
(10, —10, -7, —8).
Corrigé 6. (1) On a
F={(z,y,2) € R® z+2y=3z}

:H%%xz%ﬁeRiﬁyeR}

1 2 ,
:{MLQ§y+mQL—)eRi%yeR}

3
1 2
= vect((l, 0, g), (0,1, g))

Donc F est un sous-espace vectoriel de R?

(2) Les vecteurs qu’on vient de trouver ne sont pas colinéaires. Il est & noter
qu’il y a une infinité de possibilités. On a donc u = (1,0, %) et v= (0,1, %)
ce qui montre que F = vect(u,v).

(3) Considérons la famille F = (u,v,w). On veut montrer que c’est une base
de R3. Soit alors un vecteur quelconque u' = (x,y,2) € R3. On cherche a
montrer qu’il existe un unique triplet (Mg, o, A3) € R? tel que v/ = A\ju +
AU + Asw c’est a dire

/\1 + )\3 =Z

)\2 =Y

%)\1 + %)\2 =z
Ce systéme posséde une solution unique (A1, Ao, A\3) = (32 — 2y, y,x — 32 +
2y). Ainsi tout vecteur de R s’écrit de maniére unique comme combinaison
linéaire des vecteurs de F, donc F = (u,v,w) est une base de R>.

Finalement, comme F = vect(u,v) et G = vect(w), on en déduil que R3 =
Fad.

Corrigé 7. (1) 1l est facile de démontrer que P et T sont deux sous-espaces
vectoriels de E.

(2) Soient P et T les sous-espaces vectoriel de F(R,R), constitués des fonctions
paires et impaires respectivement. Soit f € PNZIL. Comme f € P, alors
f(=z) = f(x),Yx € R et comme f € L, alors f(—z) = —f(x),Vx € R. On
en déduil :

Vo e R: f(a) + f() = f(~2) — f(~a)
d’ou f(z) =0,Vx € R, f est donc la fonction nulle. Ainsi

PNT={f(zx)=0,VzeR}
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Montrons qu’une fonction f: R — R se décompose en une fonction paire
et une fonction impaire. En effet :

f@)+ f(=z)  flz) = f(=2)

() 9(@)

La fonction h(x) = w est paire car h(—z) = h(x), et la fonction
g(z) = w est impaire car on voit bien que g(—z) = —g(x). Donc
P+1=EFE, ce qui prouve que PH L = F.

Corrigé 8. Le rang d’une famille de vecteurs B = (vq, ..., v,) est, par définition,
la dimension du sous espace engendré par cette famille. Et on sait ausst d’apres
un résultat du cours que st dimFE = n alors

B est une base < B est libre ou génératrice
(1) Soit la famille B composée des vecteurs vy = (1,1,1), vy = (3,0,—1) et
vy = (—1,1,—1), calculons le rang de cette famille. Soient o, [ et v des

scalaires réels et considérons la combinaison linéaire av; + Puy + yvg = 0
alors

0 (0 +33—7=0

sall|l+B8| 0|+ 1 |=(0]=<ca+y=0
0 la=B—-7—=0

(48 =0

= a=r

(&= 7

ce qui implique o = = v =0, donc la famille est libre ce qui montre que
rg(B) = 3, et comme dimR3 = 3, alors B est une base. Le sous espace
engendré par la famille B coincide avec R3, autrement dit

vect(B) = vect(vy, vy, v3) = R®.

(2) De méme, on résout la combinaison linéaire nulle avy + Bvy + yvs =0, on

obtient
a+38+v=0 a=—4y
20+ 8y =10 = B=7
3a—pB+13y=0 veR

le systeme ci-dessus admel donc une solution non triviale, ce qui veul dire
que la famille B est liée donc rg(B) < 2. On peut montrer facilement que
la famille (vy,vq) est libre, et ce en résolvant la combinaison linéaire avy +
Pug = 0. On obtiendra donc rg(vi,v2) = 2. En conclusion

vect(vy, va, v3) = vect(vy, vg)

Déterminons le sous espace vect(vi,vy). Soit u = (z,y,z) € vect(vy,vs), il
existe alors deuz scalaires reels o et B tels que u = avi+ [Bvg, ce qui implique
r=a+30
Yy =2« =x—-5y+32z=0
z=3a—p[



1l s’agit donc du plan d’équation x — by + 3z = 0. Ainsi
vect(vi,vy) = {(x,y, 2) € R*/x — 5y + 3z = 0}.
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