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Fiche de TD 2 Algébre 2- Applications linéaz'res'

Exercice 1. Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

fll R3—>R fQZ R3—>R f31 R2—>R
(z,y,2) — 2+ 2y (x,y,2) — zy (z,y) — 2% — ¢?
fi: R —R f5 : R[X] — R[X]
(,y) — (@ —y, =1+ 22,y) P+ 2P+ P

Exercice 2. Soit f : R? — R? définie par :
flr,y,z2)=(2c+y+z x—2y+2)
(1) Montrer que f est une application linéaire.
(2) Donner une base de ker f, en déduire dim(Im f).
(3) Donner une base de Im f.
(4) Soit g : R? — R? une application linéaire définie par
9(x,y) = (x+ 2y, —y).
Calculer g o f.
Exercice 3. Soit I’endomorphisme linéaire suivant
R —Rf(r,y,2)=(x+y—2,0—y+z,—2+y—2)
(1) Trouver une base de ker f et une base de Imf, ainsi que leur dimension.
(2) Montrer que R?* = ker f& Imf
Exercice 4. Soit E = Ry[X] 'espace vectoriel des polynéomes de degré inférieur
ou égal & 2. On définit une application f: F — FE par :
f(P) =P+ 3zP"
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Trouver une base de ker f et une base de Imf, ainsi que leurs dimensions.
3. Est ce que Ry[X] = ker f& Imf ?
Exercice 5. Soient (ey, €9, e3) la base canonique de R? et (g1,5) la base cano-
nique de R2.

(1) Démontrer qu’il existe une application linéaire unique f : R3 — R? telle
que :

fler) =e1, flertes) =62, flert+extez)=c1+e
(2) Expliciter f(x,y,z) pour tout triplet (z,y, z) € R3.
(3) Déterminer le noyau et 'image de f puis donner une base de ces espaces.

(4) f est-elle injective ? surjective 7



Corrigé fiche 2 (Applications linéaires)
Solution 1. — Soient (x1,y1, 21), (T2, Y2, 22) € R3 et a, 8 € R. On a
bi (04(371,?/1, 21) + B(z2, Y2, 2’2)) = fl((@ffl, ayr, az1) + (Bra, Bya, 522))
= filaxy + Bxy, ayr + By2, az1 + Bza)
= ar; + Bra + 2(ay: + By2)
= a(zy + 2y1) + B(z2 + 2y2)
= afi(zi,y1,21) + Bfi(22, Y2, 22)
Ainsi f; est une application linéaire. En particulier, il s’agit d’une forme
linéaire.
— fo n’est pas linéaire car
f2((1,0,2) + (2,-2,1)) = fo(3,-2,3) = —6
alors que
f2(1,0,2) + f2(2,—-2,1) = —4 # —6
— f3 n’est pas linéaire. En effet, 3(2, 1), (3,5) € R? tels que
£3((2,1) + (3,5)) = f5(5,6) = —11 alors que f3(2,1) + f3(3,5) =3 — 16 = —13
— f4 n’est pas linéaire car f4(0,0) = (0,—1,0) # (0,0,0)
fs(aP + BQ) = 2(aP + Q) + (aP + BQ)
=2aP 4 26Q + aP' + Q'
=a(2P+ P+ 820+ Q)
= afs(P)+ Bf5(Q)
ce qui montre que f5 est linéaire.
Solution 2. (1) Les composantes de f(z,y,2) = (—2x+y+ 2z, ©—2y+ 2) sont
des combinaisons linéaires de x,y, z. Donc f est une application linéaire.

(2) Par définition,
ker f = {(z,y,2) € R’ | f(z,y,2) = (0,0)}.

Ainsi
—2r+y+z=0
,Y,2) =(0,0) &
f(,,2) = (0,0) {x_wzzo
On obtient
(z,y,2) =a(l,1,1), a€R.
Donc

ker f = Vect{(1,1,1)}, dim(ker f) = 1.
Par le théoréme du rang,
dim(Imf) =3—-1=2.
(3) Par définition,
Imf = {f(z,y,2) | (v,y,2) € R’}
On calcule
f(1,0,0) = (=2,1), f£(0,1,0) = (1,-2).



Donc une base de Imf est

{(_271)’(17_2)}'
goflx,y,2) =g(2x+y+z v—2y+2)

=(3(z —y), —z+2y —2).
Solution 3. (1) On a ker(f) = {(z,y,2) € R*/f(z,y,z) = (0,0,0)} d’ou
flx,y,2)=(0,0,0) & (r+y—z,x—y+2z,—x+y—2z) =(0,0,0)

r+y—2=0
x=0
Sqr—y+z2=0 &

y==

—r+y—z2=0

d’ou ker(f) = {(0,y,y)/y € R} = {y(0,1,1)/y € R} = vect((0,1,1)) donc
(u; = (0,1, 1)) représente une base de ker(f) et dim(ker(f)) =1

Im(f) = {f(z,y,2)/x,y,2 € R}
={(z+y—zo—y+z,—x+y—2)/z,y,z € R}
= {ZL‘ (17 17 _1) +y (L _L 1) +z <_17 1a _1) /xvyv EAS R}
—— —— ——

= vect{u,v,w}

donc I'm(f) est engendré par trois vecteurs, alors qu’on sait déja que dim(Im(f)) =
2 car dim(Im(f)) = dim(R?) — dim(ker(f)) = 2. Or on peut voir que

v = —w dou Im(f) = vect(u,w), de plus u et w sont linéairement indé-
pendants donc une base de I'm(f) est donnée par (u,v).

(2) On rappelle que Im(f) et ker(f) sont deux sous-espaces vectoriels de R3.
Donc pour montrer qu’ils sont supplémentaires, il suffit de montrer que la
réunion de leurs bases forme une base de R3. En effet, comme dimR? = 3 et
Card(uy,u,v) = 3 alors pour montrer que la famille ((O, 1,1),(1,1,-1),(1, —1, 1))
est une base, il suffit de montrer qu’elle est libre. Soient «a, 3, € R tels que
auy + fu+ yv = Ogs

0 1 1 0 f+y=0
all|l+B81l 1 |+9|-1]=|0lea+f—7=0 a=p=7=0
1 —1 1 0 a—LB4+~=0

Donc ((0,1,1), (1,1, —1),(1,—1,1)) est une base de R®. Ainsi R* = ker(f)®
Im(f).
Solution 4. Soit I'application
fZ RQ[X] —>R2[X]
P f(P) =P +3XP"



(1)

(3)

Montrons que f est une application linéaire. Soient P, @ € Ry[X] et a, € R
alors

f(aP + Q) = (aP + Q) + 3z(aP + Q)"

= aP' + Q"+ 3z(aP" + Q")
= a(P'+3zP") + B(Q" + 32Q")
=af(P)+4f(Q)

ainsi f est bien une application linéaire.

On a ker(f) = {P € Ry[X]/f(P) = 0}. Soit donc P(X) = aX? +bX + ¢

avec a,b,c € R d’ou P'(X) =2aX + b et P"(X) = 2a donc

f(P)=0% f(P)=2aX+b+6aX =8aX+b=0=>a=0=0

Ainsi ker(f) = {c € R} c’est I'espace vectoriel engendré par le polynome
constant 1, il est donc de dimension 1.
On a Im(f) = {P'+ 3zP"/P € Ry[X]} d’aprés les calculs de la réponse

précédente on a
Im(f) ={8aX +0b/ a,b € R}

Im(f) est donc I'espace vectoriel engendré par deux vecteurs, & savoir 1 et
X, et comme dim(Im(f)) = dim(Ry[X]) — dim(ker(f)) =3 — 1 =2, alors
les polynémes 1 et X sont forcément linéairement indépendants, ils forment
donc une base de Im(f).

Im(f) et ker(f) ne sont pas en somme directe car la réunion de leurs bases
est {1, X,1} = {1, X}, qui ne peut jamais étre une base de Ry[X].

Solution 5. (1) Il suffit de vérifier que (e, e; + €2, €1 + €3 + e3) forme une base

(2)

de R3, pour cela on montre qu’il s’agit d’une famille libre. Soient o, 5,7 € R

(a+8+~7=0
aer + B(er +ex) +y(er +ea+e3) =0 <— B+~v=0
\ v=0

(a0 =0

— B=0

v=20

\

(e1,e1+e2,e1+ex+e3) est une famille de trois vecteurs libre dans un espace
de dimension 3, il s’agit donc d’une base de cet espace.

Exprimons (z,y,2) € R3 en fonction de la base (e, e + ea, €1 + €3 + €3).
Soient «, 8, € R alors

(a+f+y=2
ae; + B(er +ex) +y(er +ea+e3) = (x,y,2) < B+v=y
\ 7=z
a=x—L03—7 (a=2—1y
= (B=y—7 = (Bb=y—=z
V=2 y=2

\



D’ou
f(a:,y,z) = (I - y)f(LOvO) + (y - Z)f(la 170) + Zf(la L, 1)
= (z=y)(1,0) + (y —2)(0,1) + 2(1,1)
(3) Par définition ker(f) = {(z,y,2) € R*| f(z,y,2) = (0,0)}
=0 =0
fema =00 = {,_ 75— {17
Ce qui implique ker(f) = {(:1:,0, —x), T € R} = vect{(l,O,—l)}. En
particulier, Dim(ker(f)) = 1. D’autre part
Im(f) ={(x—y+27y) | (x,y,2) € R*}
= vect{(1,0),(-1,1),(1,0)}
= vect{(1,0), (—1,1)}.

On montre aisément que ces deux vecteurs sont libres et donc ils forment
une base de Im(f).

(4) ker(f) # {Ogs} donc f n’est pas injective. Et on a :
dim(Im(f)) =2 = dim(R?) et Im(f) C R?

Donc Im(f) = R? et ainsi f est surjective.



