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Fiche de TD 3 Algébre 2'

Matrices - Déterminants - Systémes d’équations linéaires

Exercice 1. (1) Pour chaque cas suivant, écrire la matrice A € M;(R) définie
par :

. . Do 1y o '
1)a¢j:i—|—2j, 2)@1.].:{@4‘] S11 =2 ) 3)aij:{( ) SlZ;ﬁj

0 sii<j’ 2 sii=j

(2) On considére les matrices :

1
2 0 1 0 1
=) o (z) e (o)

1 0 2 1 1
D= —111,E:O—1,F:<(1)(1)_11>
0 21 2 0
Calculer les produits suivants (si ils existent) :AB, BA, AD, CF, EF, A+2F.

Exercice 2. (1) Les matrices suivantes sont-elles inversibles 7 Si oui, calculer leurs
inverses.

11 2 01 2
A=|(12 1], B=|11 2
211 0 2 4

(2) En déduire le rang de ces matrices.

(3) Trouver leurs matrices transposées ainsi que leurs traces.
Exercice 3. Soit f I'endomorphisme de R3 qui au vecteur (xy, s, 23) associe

f(z1, 9, 23) = (221 + o + X3, T1 + 229 + X3, T1 + T2 + 223)
On considére dans R? les deux bases B = (ey, €9, €3) et C = (uy, ug, u3) avec
er = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0,1)
uy = (1,0,—1), ug = (1,—1,0), uz = (1,1,1)

Expliciter les matrices Mp(f), Mc(f), Mgc(f).
Exercice 4. Soit F = R3. On considére deux bases B = (ey, €9, e3) et B' = (€], e}, €5)

définies par :
/ / /
€] =e;+2e, €,=ey+es €3=e +e;s.

(1) Déterminer la matrice de passage P de B vers B'.
(2) Calculer P~1.
(3) Soit v = ey + 2ey + 3ez. Calculer [v]p.

Exercice 5. Résoudre le systéme suivant

r + 2y + z =4
20 + y — z =
r — Yy + 2z = 3

—_
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Solutions Fiche de TD 3 Algébre 2'

Solution de ’exercice 1. (1) 1) a;; =i+ 2j

35 7 9
4 6 8 10
5 7 9 11
6 & 10 12

2)

Ot > W N
O O = O
N O OO
co o OO

3)

(2) Dimensions :
A(2x3), BB3x1), C(2x2), D(3x3), E(3x2), F(2x3)

AB :
o () - ()

BA : non défini.

AD :
1 0 2
2 0 1 2 2 5
ao= (75 ) (=) =03 20
L =10/ 5] 2 -1 1
CF :
01\ (10 1 01 -1
CF:(1 o)(01—1):(10 1)
EF :
11 110
EF =10 -1 <(1)(1)_11)— 0 -1 1
2 0 2 0 2
A+2F :

2 0 1\,(20 2 40 3
A+2F—(1 -1 0>+(0 2 —2)_(1 1 —2)

Solution de I’exercice 2. (1) Inversibilité et calcul des inverses
Matrice A :
Calcul du déterminant :

det(A) =1-(2-1—1-1)—1-(1-1—1-2)+2-(1-1-2-2)
=1-2-1)=1-(1-2)+2-(1—-4)=14+1-6=—4#0.
Donc A est inversible.



1
Calcul de A~ par la formule A~! = dot(4) com(A)T,
Cofacteurs :
2 1 11 1 2
C'llz—i_l 1:17 012:_2 1:17 013_+2 1:_37
1 2 1 2 11
021:_1 1:]-7 022:+2 1:_37 023__2 121,
1 2 1 2 1 1
C3l:+2 1:_37 032:_1 1:17 033_+1 2:1
Matrice complémentaire :
1 1 -3
com(A)=11 -3 1
-3 1 1
D’ou
1 1 1 -3 —-1/4 —1/4 3/4
Al = vl A —1/4 3/4 -1/4
- -3 1 1 3/4 —1/4 —1/4
Matrice B :
Calcul du déterminant :
det(B) = 0- |3 Z‘—L‘(l) . +2-‘(1) ;‘ — 1 (4-0)4+2-(2-0)=—4+4=0.

Donc B n’est pas inversible.

(2) Rang des matrices
Rang de A : det(A) # 0= rg(A) = 3.
Rang de B : det(B) = 0 donc rg(B) < 2. La sous-matrice formée des lignes

1 et 2, colonnes 1 et 2 :
0 1
11

a pour déterminant —1 # 0. Donc rg(B) = 2.

(3) Transposée et trace

Pour A :
11 2\" /112
AT=11 2 1| =1 2 1| =A (symétrique),
2 11 2 1 1
Tr(A)=1+2+1=4
Pour B :



4

Solution de 1’exercice 3. On a entre les vecteurs de B et ceux de C les relations
suivantes

(u1 -+ U2 + U3)
(Sl) Uy = €1 — €9 et (52) €9 = (Ul — 2U2 + U3>
(—2161 -+ U9 + U3)

U] = e; — e3 €1 =

W= W= Wl

U3 = €1+ €9 + e3 €3 =

Pour calculer la matrice Mp(f), il faut calculer les trois vecteurs f(e1), f(e2), f(es),
et les exprimer par rapport aux trois vecteurs eq, es et e3. On a

f(el) = (2717 1) = 261 +€2 + €3
flea) = (1,2,1) = e; + 2e5 + €3
f(eg) = (1, 1, 2) = €1 + €9 + 263

On en déduit alors :

1 1 2 €3

Pour calculer la matrice relative a la base C, on commence par calculer les vecteurs
f(ur), f(u2) et f(us) et les exprimer a l'aide du systéme (S7) en fonction de uy, ug
et us

flur) = (1,0, =1) =e; —e3 = uy
f(u2) - (17 _17()) = €1 — €2 = U2
f<U3> = (4, 4,4) = 461 + 462 + 463 = 4U3

On obtient alors

fur)  f(ua2)  f(us)

1 0 0 U1

Me(f)= | 0 1 0 | u
0 0 4 Us

Pour calculer la matrice Mpg¢(f), il faut décomposer les vecteurs f(ey), f(ea), f(e3)
et les exprimer en fonction de uy, ug et ug, et ce a Paide du systéme (S55)

f(el) = %(ul + uo + 4U3)
fle2) = 5(ur — 2up + 4us)
f(63) = %(—2’&1 + (5 + 4U3)
ce qui donne
fler) fle2) f(es)
1 1 1 —2 U
MB,C(f) = g 1 —2 1 U9
4 4 4 U3

On en conclut que ces trois matrices, bien que différentes, représentent néanmoins
le méme endomorphisme.
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Solution de ’exercice 4. (1) Les colonnes de P sont les coordonnées de (¢}, €5, €5)
dans B :

i)

Il
SN =
— = O
=l

det(P)=1(1-1—-0-1)+1(2-1—1-0)=3

Donc P est inversible.

1 1 -1 1
Pl'=-1-2 1 2
3\ -1 1
(3)
1
[vls = |2
3
1 -1 1 1 2
g =P ug==-2 1 2 2 =1 2
3 2 -1 -1/ \3 -1
1 2 1
Solution de I’exercice 5. The associated matrixis A= |2 1 -1
1 -1 2
1 -1 2 —1 2 1
N L RN RN Y
—1-2-1)—2-(4+1)+1-(=2-1)
—1-10—-3=-12
det(A) = —12 # 0, so the system is a Cramer system.
Compute the determinants :
4 2 1
Ap=11 1 —1|=4-2-1)-2-2+43)+1-(-1-3)=4-10—4=-10
3 -1 2
1 4 1
Ay=12 1 —=1|=1-(2+3)—4-4+1)+1-(6—1)=5-20+5=—10
1 3 2
1 2 4
A,=12 1 1|=1-34+1)—=2-6-1)44-(—2-1)=4-10—12=—18
1 -1 3
By Cramer’s formulas :
A, —-10 5 A, —10 5 A, —18
xr = = = — frd — — — z = f— — _
det(A) -12 6’ det(A) -12 6’ det(A) —12 2

55 3
The solution is (z,y,2) = (6, 5 5)



